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Die Fibonacci-Zahlen



4.1 Fibonacci-Zahlen und goldener Schnitt Die Fibonacci-Zahlen Fn sind definiert durch die Anfangsvorgaben F0 = 0, F1 = 1, sowie durch die Rekursion Fn+1 = Fn + Fn−1



f¨ ur alle n ∈



N.



Wir bekommen die Folge F0 , F1 , . . . der Fibonacci-Zahlen, indem wir die letzte Formel sukzessive f¨ ur n = 1, 2 . . . anwenden. F¨ ur n = 1 ergibt sich also F2 = F1 + F0 = 1 + 0 = 1. Allgemeiner ist jede Fibonacci-Zahl die Summe ihrer beiden Vorg¨anger. Damit sind die Fibonacci-Zahlen f¨ ur alle nat¨ urlichen Zahlen definiert und lassen sich, da nur die beiden vorherigen Fibonacci-Zahlen addiert werden m¨ ussen, leicht hinschreiben: F0 = 0, F1 = 1, F2 = 1, F3 = 2, F4 = 3, F5 = 5, F6 = 8, F7 = 13, F8 = 21, F9 = 34. Erfunden hat die Fibonacci-Zahlen der Mathematiker Leonardo von Pisa (ca 1170-1240), den man sp¨ater Fibonacci nannte. Mit den Fibonacci-Zahlen soll die Kaninchenaufgabe gel¨ost werden, also wie viele Kaninchen im Laufe einer Zeitspanne aus einem Paar entstehen. Es wird angenommen, dass jedes Paar allmonatlich ein neues Paar in die Welt setzt, das wiederum nach zwei Monaten ein weiteres Paar produziert. Man nimmt also an, dass die neugeborenen Kaninchen nicht sofort geschlechtsreif sind. Todesf¨ alle werden nicht ber¨ ucksichtigt. Hat man im ersten Monat ein neugeborenes Paar (N), so im zweiten Monat ein geschlechtsreifes Paar (G) und im dritten Monat 2 Paare, n¨amlich 1N+1G. Im 4. Monat hat man 3 Paare, n¨amlich 1N+2G. Bezeichnet man mit Fn die Anzahl der Kaninchenpaare im Monat n, so kommen im Monat n + 1 gerade Fn−1 hinzu: Fn+1 Paare in n + 1



=



Fn



+



Paare in n



Fn−1 geschlechtsreife Paare in n



W¨are jedes neugeborene Paar sofort geschlechtsreif, so h¨atte man stattdessen die Rekursion Fn+1 = 2Fn , was eine Verdoppelung der Paare in jedem Monat bedeuten w¨ urde. Die Ber¨ ucksichtigung der Geschlechtsreife f¨ uhrt dagegen zu einem langsameren Wachstum der Population, n¨ amlich F6 8 = = 1, 6, F5 5



F7 13 = = 1, 625, F6 8



34 F9 = = 1, 619 . . . , F8 21



F8 21 = = 1, 615 . . . , F7 13



F10 55 = = 1, 617 . . . . F9 34



Das sieht recht geheimnisvoll aus: Die Quotienten scheinen um einen nicht offensichtlichen Wert zu oszillieren, der in der N¨ ahe von 1, 618 liegt. Wir k¨onnen die Bestimmungsgleichung der Fibonacci-Zahlen durch Fn teilen, Fn+1 Fn−1 =1+ . Fn Fn Da die Quotienten hier konvergieren, erhalten wir f¨ ur den Grenzwert die Gleichung (4.6) mit L¨osung



x=1+



1 x



⇒



x2 − x = 1



√ 5 1 x= ± . 2 2 √



Der gr¨oßere dieser beiden Werte ist Φ = 1+2 5 = 1, 618033988 . . . und wird goldene Zahl oder auch goldener Schnitt genannt. Eine mathematisch einwandfreie Herleitung findet der interessierte Leser in Abschnitt 4.3. 19
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Abbildung 3: Die goldene Teilung



Abbildung 4: Fibonacci-Quadrate mit Spirale



Abbildung 5: Die goldene Spirale
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Abbildung 6: Sonnenblume Wir wollen eine Strecke so unterteilen, dass die gr¨oßere Teilstrecke sich zur kleineren so verh¨ alt wie die gesamte Strecke zur gr¨ oßeren Teilstrecke (siehe Abbildung 3), also AT AB = TB AT Mit AB = AT + T B folgt hieraus AT AT + T B TB = =1+ TB AT AT Das Teilungsverh¨ altnis Φ = AT /T B gen¨ ugt gerade der Gleichung Φ = 1 + Φ−1 , also (4.6). ¨ Ein Rechteck mit dem Verh¨ altniss 1 : Φ heißt auch goldenes Rechteck. Ahnlich wie bei der oben beschriebenen goldenen Teilung einer Strecke wurde ein solches Rechteck als besonders harmonisch angesehen. Vor allem im Barock stellte man die M¨obel gerne in der Form eines solchen Rechtecks her. Viele weitere Beispiele finden sich in alter und neuer Kunst, wie der Leser bei Wikipedia nachschlagen kann. Abbildung 4 zeigt, wie man die ganze Ebene mit Quadraten f¨ ullen kann, deren Seitenl¨angen den Fibonacci-Zahlen entspricht. Gleichzeitig liefert das Bild eine N¨aherung der goldenen Spirale, indem man in jedes Quadrat einen Viertelkreis hineinlegt. Der Radius dieser Spirale w¨achst daher
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vom Quadrat n zum Quadrat n + 1 um den Faktor Fn+1 /Fn , also ungef¨ahr um den Faktor Φ in jedem Viertelkreis.. Die goldene Spirale ist so definiert, dass sie von Viertelkreis zu Viertelkreis um den Faktor Φ w¨achst, allerdings √ in kontinuierlicher Form: Beispielsweise soll sie von Achtelkreis zu Achtelkreis um √ Faktor Φ wachsen, so dass nach einem Viertelkreis wieder ein Wachstum um den Faktor √ den Φ · Φ = Φ erreicht wird. Wir k¨ onnen eine solche Kurve durch Polarkoordinaten beschreiben. r ist der Abstand eines Punktes zum Nullpunkt und θ der Winkel zwischen der positiven x-Achse und dem Ortsvektor des Punktes, der im Bogenmaß angegeben wird, also 0 ≤ θ < 2π. Die Gleichung der goldenen Spirale ist dann r = Φ2θ/π .



(4.7)



F¨ ur θ = 0 erhalten wir r = 1 und damit den Punkt (1, 0). Nach einem Viertelkreis gilt θ = π/2 und wir haben r = Φ, also den Punkt (0, Φ), was genau die gew¨ unschte Streckung Φ ergibt. Wir k¨onnen die Definition 4.7 auf alle reellen θ ausdehnen. Da der Winkel θ 2π-periodisch ist, entsteht eine Spirale, die sich f¨ ur negative θ um den Nullpunkt herumwickelt. In Abbildung 5 ist die goldene Spirale rot gef¨arbt. Grundlage ist hier die Unterteilung der Ebene mit Quadraten der Seitenl¨ ange Φk , wobei hier auch negative k verwendet werden. Gr¨ un ist die N¨aherung der goldenen Spirale durch Viertelkreise und bei gelben Teilkurven stimmen diese beiden ungef¨ ahr u ¨berein. Bl¨ utenst¨ ande bei Pflanzen sind h¨ aufig spiralf¨orimg angeordnet, damit jeder Stand etwa gleich viel Licht abbekommt. Dabei entstehen sekund¨are Spiralen, die auf den ersteren senkrecht stehen. Fast immer ist die Anzahl dieser Spiralen durch zwei aufeinanderfolgende Fibonacci-Zahlen gegeben (siehe Abbildung 6). 4.2



Die Padovan-Folge



ist gegeben durch die Rekursion pn+1 = pn−1 + pn−2



mit den Anfangswerten p0 = p1 = p2 = 1. Die Folge beginnt also mit 1, 1, 1, 2, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 12, 16, 21, 28, 37, 49, 65, 86, 114, . . . . Sie w¨achst langsamer als die Fibonacci-Folge, die Quotienten aufeinanderfolgender Padovan-Zahlen konvergieren, p6 4 = = 1, 333 . . . , p5 3



p7 5 = = 1, 25, p6 4



p8 7 = = 1, 4, p7 5



p9 9 = = 1, 285 . . . , p8 7



p10 12 = = 1, 333 . . . , p9 9



p11 16 = = 1, 333 . . . , p10 12



p12 21 = = 1, 312 . . . , p11 16



p13 28 = = 1, 333 . . . , p12 21



der gesuchte Wert liegt also in der N¨ ahe von 1, 3. Die Padovan-Zahlen sind in der Mathematik kaum untersucht. Auch das folgende Bild, das die ¨ Uberdeckung der Ebene mit gleichseitigen Dreiecken mit Kantenl¨angen pn zeigt, d¨ urfte den meisten Mathematikern unbekannt sein. 4.3 Geschlossene Darstellung linearer Rekursionsgleichungen Rekursionsgleichungen, wie wir sie bei der Fibonacci- und der Padovan-Folge kennengelernt haben, haben den Nachteil, dass man zur Bestimmung eines Folgenglieds alle vorigen Folgenglieder ebenfalls ausrechnen muss. Man kann aber auch h¨ aufig eine geschlossene Darstellung der Folge angeben, was wir hier an der Rekursionsgleichung xn+1 = xn + xn−1 22



Abbildung 7: Padovan-Dreiecke mit Spirale f¨ ur die Fibonacci-Zahlen zeigen wollen. Man sucht zun¨achst L¨osungen der Rekursion der Form xn = λn mit einer zu bestimmenden Zahl λ. Dies in die Rekursion f¨ ur xn eingesetzt ergibt λn+1 = λn + λn−1 . Hier kann man durch λn−1 teilen und erh¨alt die quadratische Gleichung λ2 = λ + 1 √



mit den L¨osungen Φ = 1+2 5 und Ψ = Rekursionsgleichung. Man setzt nun an



√ 1− 5 2 .



Damit l¨osen sowohl xn = Φn als auch yn = Ψn die



Fn = cΦn + dΨn und bestimmt die Zahlen c und d aus den Anfangsbedingungen der Fibonacci-Zahlen, n¨amlich F0 = 0 und F1 = 1, und erh¨ alt damit das Gleichungssystem f¨ ur c und d c + d = 0,



cΦ + dΨ = 1



√ mit L¨osung c = −d = 1/ 5. Damit haben wir die Binetsche Darstellung der Fibonacci-Zahlen "Ã √ !n # √ !n Ã ¢ 1 − 1 + 1 1 ¡ n 5 5 . − Fn = √ Φ − Ψn = √ 2 2 5 5 Interessant ist hier, dass die Fibonacci-Zahlen ganzzahlig sind, die Binetsche Darstellung aber den Weg u ur große n immer mehr durch und wir ¨ber Irrationalzahlen geht. Weil Φ > |Ψ| setzt Φ sich f¨ haben Fn+1 /Fn → Φ f¨ ur n → ∞. Die Padovan-Rekursion xn+1 = xn−1 + xn−2 l¨asst sich ganz analog mit dem Ansatz xn = λn l¨osen. Nach Division durch λn−2 ergibt sich die kubische Gleichung λ3 − λ − 1 = 0. Solche Gleichungen kann man mit den Formeln von Cardano l¨osen. Mit s s r r 23 23 3 1 3 1 u= + , v= − 2 108 2 108 23



sind die drei L¨ osungen γ = u + v, √ 1 1 δ = − (u + v) + (u − v) · 3i, 2 2 √ 1 1 ε = − (u + v) − (u − v) · 3i, 2 2 √ wobei i = −1 die Gleichung i2 = −1 erf¨ ullt. Man kann nun im Ansatz xn = aγ n + bδ n + cεn mit den Anfangsbedingungen p0 = p1 = p2 = 1 die Koeffizienten a, b, c ausrechnen und erh¨ alt schließlich δn εn γn + 2 + 2 . pn = 2 3γ − 1 3δ − 1 3ε − 1



Hier geht die geschlossene Darstellung demnach nicht nur u ¨ber Irrationalzahlen, sondern nimmt auch komplexe Zahlen zur Hilfe. Es gilt γ > |δ| und γ > |ε|, demnach dominiert der erste Summand die beiden anderen f¨ ur große n und es gilt pn+1 /pn → γ . γ = 1, 324 . . . heißt silberne Zahl oder Plastik-Zahl. 4.4



Fibonacci-R¨ atsel



Problem 4.1 (1) Sieht man in den USA eine Entfernung in Meilen, so kann man sie leicht in Kilometern umrechnen, wenn es sich dabei um eine Fibonacci-Zahl handelt, indem man einfach die n¨achste Fibonacci-Zahl nimmt. Auf diese Weise bestimmt man mit hoher Genauigkeit eine Entfernung von 13 Meilen zu 21 Kilometern. Wie kann das sein? Problem 4.2 (3) Bestimmen Sie die Anzahl fn der Folgen der L¨ange n bestehend aus Elementen der Menge {0, 1}, so dass niemals zwei Einser hintereinanderstehen. Beispielsweise ist die Folge 101001 erlaubt, die Folge 100110 nicht. Hinweis: Man unterteile die Menge dieser Folgen in zwei disjunkte Teilmengen, n¨amlich mit 0 bzw. 1 als letztem Folgenglied. Problem 4.3 (3) Auf wie viele Arten kann ein (n, 2)-Rechteck mit (1, 2)-Dominosteinen u ¨berdeckt werden?
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